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前一半的课程与计量经济学有着密切的联系，后一半课程则主要是时

间序列分析的内容。

1 多元线性回归模型

我们已经很熟悉二元线性回归模型了，即通过最小二乘法拟合直线，但

这种模型在多元情况下表现如何，最小二乘法本身又有什么特殊的性质，这

是本节研究的内容。

1.1 模型的建立与求解

具体来说，我们研究的是这样的问题：给定一个被解释变量 y，和若干

个解释变量 x1, · · · , xk，希望得到尽可能好的预测和拟合，多元线性回归模

型如下所示：

y = β0 + β1x1 + · · ·+ βkxk + ϵ

其中 β0, · · · βk 为参数，ϵ 为扰动项（即被认为与解释变量无关）

模型给出四条假设：

• Y = Xβ + ϵ

• E(ϵ | X) = 0（外生性）

• var(ϵ | X) = σ2I（球面方差）
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• X 以概率 1 列满秩

注 1.1.1. 这里 2、3 的结果都是向量/矩阵，计算方法与一一计算相同，第
三点中

var(ϵ | X) = E(ϵϵT | X)− E(ϵ | X)E(ϵ | X)T = E(ϵϵT | X)

我们的目标就是在已知一些 (x1, x2, · · · , xk) 及其对应的 y 以后，找到最好

的对参数 β0, · · · , βk 的估计。

注 1.1.2. 我们在这里引入经济学上的两个概念：考虑 ∂y
∂xi
，这即是在其他

参数不变的情况下 y 关于 xi 的变化率，在经济学中称为边际。而若考虑
∂(ln y)
∂(lnxi)

=
∂y
y

∂xi
xi

为两者变化幅度的比值，在经济学中称为弹性。

在上述模型中，βi 即为 xi 的边际数据，而若将模型修改为

ln y = β0 + β1 lnx1 + · · ·+ βk lnxk + ϵ

则此时 βi 即为 xi 的弹性数据。

在估计过程中，我们面对的是 m 数据 xi = (xi1, · · · , xik)(1 ≤ i ≤ m)，

若干个行向量拼在一起，再在左侧添上一个全为 1 的列向量得到矩阵 X，

再记 β = (β0, · · · , βk)
T , Y = (y1, · · · , ym)T，则应该有 Y = Xβ + ϵ 这里 ϵ

为列向量。

注 1.1.3. 这是频率派的观点，即 β 是未知确定的，我们的目标是对这个 β

做恰当的估计

我们假设得到的估计结果是 b，一个重要的工作是讨论哪些估计更加

“接近”真实值。一个经典的想法是考虑真实值和预测值的差，但考虑到其

有正负差异，我们使用平方来作为判断标准。具体来说，令 e = Y − Ŷ 为

这一估计的残差，其中 Ŷ 为估计值，我们用 eT e 来评估估计值与真实值间

的距离，我们接下来的目标就是找到使 eT e 最小的 b

而注意到 Ŷ = Xb，故我们有

L = eT e = (Y −Xb)T (Y −Xb) = Y TY − Y TXb− bTXTY + bTXTXb

为取使该表达式最小的 b，我们令其关于 b 偏导 ∂L
∂b
为 0：

0−XTY −XTY + 2XTXb = 0 ⇒ b = (XTX)−1XTY
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这说明该式在 b = (XTX)−1XTY 时取极值，再计算二阶偏导的 Hessiam矩
阵

∂2L

∂b∂bT
= 2XTX

该矩阵半正定，故 b 在该点取最小值。这样我们就求解了该模型，但该模

型得到的结果 b 效果如何，我们在下一节中做分析

1.2 模型的评估

首先考虑 E(b | X)，我们显然有

E(b | X) = E((XTX)−1XTY | X) = (XTX)−1XTE(Xβ + ϵ | X) = β

这说明多元线性回归模型的估计是无偏估计。

在都是无偏估计的情况下，若要比较两种估计的优劣，重要的方式便

是研究它们的条件方差，这代表了它们估计的稳定度。事实上，注意到

b = β + (XTX)−1Xϵ

我们有

var(b | X) = var((XTX)−1Xϵ | X)

= E((XTX)−1XϵϵTXT (XTX)−1 | X)

= (XTX)−1XE(ϵϵT | X)XT (XTX)−1

= (XTX)−1Xσ2IXT (XTX)−1

= σ2(XTX)−1

而考虑线性估计 b̃ = CY，如果它是无偏的，我们有 E(b̃ | X) = β，即

E(C(Xβ + ϵ) | X) = E(CXβ | X) = β

故 CX = I, b̃ = β + Cϵ 还是和之前一样，我们来计算 var(b̃ | X)

var(b̃ | X) = var(Cϵ | X)

= E(CϵϵTCT | X)

= σ2CCT
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注 1.2.1. 注意到 C 是由 X 给出的估计，故可以直接在条件概率中被提出

我们要比较 var(b̃ | X) 和 var(b | X)，只需将其做差考虑矩阵的正定性

即可。令 D = (C − (XTX)−1XT )，则

var(b̃ | X)− var(b | X) = σ2(CCT − (XTX)−1)

= σ2((D + (XTX)−1XT )(DT +X(XTX)−1)− (XTX)−1)

= σ2(DDT + (XTX)−1XTDT +DX(XTX)−1)

= σ2DDT

倒数第二步来自于 DX = 0 这一观察。这样我们发现它们的差为半正定矩

阵，于是我们得到

var(b̃ | X) ⪰ var(b | X)

这就说明了简单最小二乘法是所有线性无偏估计中有效性最好的。

定义 1.2.1. 多元线性回归模型的非中心化拟合优度 R2
uc :=

Ŷ T Ŷ
Y TY

= 1− eT e
Y TY

非中心化拟合优度在实际建模中应用不多

一般来说，在建立模型时要满足以下几点：

• 数据量大于参数的三倍

• 数值计算调整量纲使得数据量级一致，减小误差

• 对于宏观统计量如 GDP, 要做平减，即以某一固定的物价水平换算

• 回归参数应该符合理论

1.3 中心化

中心化是指有 1 作为解释变量，这会进一步导出一些良好的性质，首
先是

XT e = 0 ⇒
∑

ei = 0

同时我们引入 Mx := I −X(XTX)−1XT，易见 e = MxX，Mx 是对角等幂

阵，即

MT
x = MxM

2
x = Mx
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善用这一点可以使我们后面的计算变得简洁。接下来我们考察拟合优度，我

们希望拟合优度考察的是变动项的拟合结果，因此自然要通过减去 Y 得到

定义 1.3.1. 中心化的拟合优度为 (Ŷ−Y )T (Ŷ−Y )

(Y−Y )T (Y−Y )

我们自然希望这一结果与之前有相同的形式，即

R2 = 1− eT e

(Y − Y )T (Y − Y )

Y − Y = Y − y(1, · · · 1)T = Mx |x=(1,··· ,1)T y = M0y

(Y−Y )T (Y−Y ) = yTM0y = ŷTM0ŷ+eTM0e+eTM0ŷ+ŷTM0e = (Ŷ−Y )T (Ŷ−Y )+eT e

M0e = e

离差 yi − ŷ 考察变动项

1.4 参数间的关系：偏回归和偏相关

我们来考察各个参数间的相互影响，将参数分为两组，数据分别组成

两个矩阵 X1, X2

X = (X1, X2), Y ∼ X

则我们同样将 b 分块，得到：

Y =
(
X1 X2

)(b1
b2

)
+ ϵ

则在原来的回归计算中，我们有：b = (XTX)−1XTY，故得到分块矩阵间的

关系

XT
1 X1b1 +XT

1 X2b2 = XT
1 Y

XT
2 X1b1 +XT

2 X2b2 = XT
2 Y

第一式得到 b1 = (XT
1 X1)

−1(XT
1 Y −XT

1 X2b2) 代入第二式得到

XT
2 MX1X2b2 = XT

2 MX1Y

从而变形为

(MX1X2)
T (MX1X2)b2 = (MX1X2)MX1Y
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不难发现这个形式就是原先回归形式中全部左乘 MX1 的结果，从某种意义

上来说是一种相关性的体现。

我们接下来进一步考察加入一个变量对拟合精准度的影响：考虑模型

y ∼ X1, z，记 u 为 y ∼ (X1, z) 残差，e 为 y ∼ X1 残差 e = MX1Y，则我们

希望考察 uTu, eT e 间的关系。记 (cT , dT )T 为 y ∼ X1, z 回归结果的分块，b

为 y ∼ X1 回归结果，则自然有 Y −X1b = Y −X1d− zc

y∗ = MX1Y, z
∗ = MX1Z

两者的简单相关系数称为 y, z 间的偏相关系数，记作 r∗yz。则根据前文对偏

回归的讨论我们有 c = (z∗T z∗)−1(z∗Ty∗)

u = Y −X1d− zc

= Y −X1(b− (XT
1 X1)

−1XT
1 zc)− zc

= Y −X1b+X1(X
T
1 X1)

−1XT
1 zc− zc

= e− c(I −X1(X
T
1 X1)

−1XT
1 )z

= e− cz∗

于是我们得到

uTu = eT e− c2(z∗T z∗)

从而引进新变量后模型拟合优度总是提高

1.5 模型参数准入

我们应该如何判断一个参数应不应该纳入？理想状况下自然是若有

βj = 0 则 xj 不应该纳入模型中，但计算过程中不会出现正好为 0 的情
况，于是我们采用假设检验的方法来验证。

b = β + (XTX)−1XT ϵ

引入关于方差的新假设：

ϵ | X ∼ N(0, σ2I)

于是自然有

b | X ∼ N(β, σ2(XTX)−1)

6



作出原假设 H0 : βj = 0，我们希望把统计量凑成某种特定分布的形式以进

行检验，我们引入以下几个分布

χ2(n) =
n∑

i=1

x2
ixi

i.i.d∼ N(0, 1)

t(k) =
N(0, 1)√
χ2(k)/k

F (m,n) =
χ2(m)/m

χ2(n)/n

这些是在做统计检验时常用的分布，我们尝试配凑出这些分布从而进行检

验，由之前的假设我们有

bj | X ∼ N(βj, σ
2(XTX)−1

j,j )

从而

uj =
bj − βj√

σ2(XTX)−1
j,j

∼ N(0, 1)

但需要注意的是 σ2 是真实方差，

无法得到，因此要通过其无偏估计 S2 去拟合，而 S2 = eT e
n−k
，故只需计

算 eT e 即可

e = MXϵ ⇒ eT e = ϵTMXϵ = σ2χ2(Tr(MX)) = σ2χ2(n− k)

于是我们有
bk − βk√

S2(XTX)−1
k,k

∼ t(n− k)

代入显著性水平 α = 5%，即可做参数的显著性检验。

注 1.5.1. 需要注意的是，若不拒绝 βj = 0 但经验中有 βj ̸= 0，则 xj 应当

引入模型

1.6 参数线性约束

我们希望能够简化模型的计算，优化拟合效果，一个想法是找到 β 中的

线性关系，从而通过线性变换减少变量数量，优化拟合结果。但这就要求我
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们对其中的线性关系做显著性检验。我们来尝试对一般的线性关系 Rβ = 0

做显著性检验（因为我们之前假设中 β 含有 1 作为解释变量，故所有的线
性约束都是这种形式）

我们不妨 R 行满秩，J = rank(R)，基本的思路是对原来的变量在线

性约束下做优化，计算带约束模型的拟合结果，如果得到的结果和原结果

的差很接近 0，则可以认为它们存在线性关系。具体来说，我们要最小化
(Y −Xb)T (Y −Xb) 使得 Rb = q，我们利用拉格朗日乘子法来完成最小化，

记

L(b, λ) = (Y −Xb)T (Y −Xb) + 2λT (Rb− q)

则最小值点应有 ∂L
∂λ

= 0, ∂L
∂b

= 0，即

−2XT (Y −Xb) + 2RTλ = 0, 2(Rb− q) = 0

故得到

b = (XTX)−1XTY − (XTX)−1RTλ

代入第二式得到

λ = (R(XTX)−1RT )−1(R((XTX)−1XTY )− q)

从而

b = b̃− (XTX)−1RT (R(XTX)−1RT )−1(Rb̃− q)

其中 b̃ 为不带约束的回归结果。

我们来计算 eT∗ e∗ − eT e

eT∗ e∗ − eT e = (Y −Xb)T (Y −Xb)− (Y −Xb̃)T (Y −Xb̃)

= (X(b− b̃))T (X(b− b̃))− 2eT (X(b− b̃))

= (Rb̃− q)T (R(XTX)−1RT )−1(Rb̃− q)

于是根据之前的讨论，我们有

(Rb− q)T (Rσ2(XTX)−1RT )−1(Rb− q) ∼ χ2(J)

其中 σ2 为真实方差，替换为估计值 S2 即有

(Rb− q)T (S2R(XTX)−1RT )−1(Rb− q)/J ∼ F (J, n− k)
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也即
eT∗ e∗ − eT e/J

eT e/n− k
∼ F (J, n− k)

于是我们通过统计量 F 来完成对参数线性约束的检验，这两个统计量叫做

Wald 统计量。

1.7 补充：非线性约束的检验

对于非线性约束 f(β) = q 做检验，其中 ∂f
∂βT = (∂f(β)

β
)T = J 行满秩。

我们应该如何做？考虑跟前述 Wald 统计量一样的想法，即统计量

(f(b)− q)T (var(f(b)− q))−1(f(b)− q) ∼ χ2

将 f(b) 展开得到

f(b) = f(β) +
∂f

∂βT
(β − b) + · · ·

从而 var(f(b)− q) = J(β − b)，从而转化为线性情况解决

1.8 预测与置信区间

在得到对 β 的估计 b 后，我们会代入新的 x0 做预测，当 x0 为观测值

时预测值 ŷ0 = xT
0 b，此时

e0 = xT
0 (−(XTX)−1ϵ) + ϵ0

var(e0|X, x0) = σ2(1 + xT
0 (X

TX)−1x0)

预测方差可由 s2 代替 σ2 做估计，从而得到置信区间

ŷ0 ± tλ
2
se(ŷ0)

1.9 模型诊断

我们之前所做的种种计算都是在几条假设成立的情况下完成的，那如

果我们的假设并不成立又会怎么样？模型诊断就是要检验并完善这一部分

内容
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1.9.1 完全共线性

完全共线性指的是在建立模型时错误地引入了等价的解释变量，比如

以四个季节作为解释变量的同时还引入了 1，这样就会产生虚拟变量陷阱，
进而影响模型。

1.9.2 近似共线性

与完全共线性不同，近似共线性是指在数据中有共线的情况出现，从

而导致计算过程不稳定，即方程 (XTX)b = XTY 求解不稳定。我们引入矩

阵条件数

cond(A) :=∥ A ∥ · · · ∥ A−1 ∥

来描述这一点，对线性方程组 AX = b，当 cond(A) 较大时该线性方程组不

稳定，而 XTX 为实对称阵，从而它的条件数小其实就是说它的特征值比

较小。

矩阵条件数之外，我们也可以通过统计检验的方法更简便地判断，我

们引入方差膨胀因子

V IFj :=
1

1−R2
j

其中 Rj 为 xj 关于余下解释变量回归得到的可决系数。认为 V IFj > 10 则

数据有近似共线性问题。

为解决近似共线性这一问题我们向原损失函数中添加一正则项，即令

L(b) = (Y −Xb)T (Y −Xb) + λ ∥ b ∥2

其中 λ 为给定常数，我们来最小化 L(b)，直接计算 ∂L(b)
∂b

= 0 即得

b = (XTX + λI)−1XTY

实际上是将 XTX 沿特征方向做缩放，从而解决近似共线性的问题。

注 1.9.1. 这个方法叫做岭（Ridge）回归

1.9.3 方差假设的违背

var(ϵ | X) = σ2Σ ̸= σ2I
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这里会有两种不同的情况，对角阵但对角元素不完全相同（即独立但方差

不同），对角元素相同但不是对角阵（即方差相同但存在自相关性），基本

的思路是将其变为普通最小二乘能解决的问题。希望做线性变换满足假设，

即希望取矩阵 G 使得

GY = GXβ +Gϵ, var(Gϵ | X) = σ2I

这个要求即 GTG = σ−1，我们记普通最小二乘得到估计结果为 bols，广义

最小二乘得到的为 bgls，于是上面的变换下我们给出

bgls = (XTGTGX)−1(XTGTGY ) = (XTΣ−1X)−1(XTΣ−1Y )

但这一切建立在 Σ 已知的基础上，那在一个原始模型下，我们怎么知道 ϵi

的自相关性和异方差性呢？

对于一阶自相关性，我们引入统计量

DW := 2(1−
∑

eiei−1∑
e2i

) ≈ 2(1− ρ)

来对 ρ 进行估计。同样的，对异方差性我们也应该从数据出发进行检验和

估计，一个基本的思路是从 e2i 和 |ei| 出发进行检验，我们引入被称为怀特
检验的方法

对模型 y ∼ x，我们可考虑

e2 ∼ 1, x, x⊗ x

对其中变量去重后得到的模型，这里 e2 看作是 e2i 构成的列向量。如果有异

方差，则非 1的解释变量前系数不能同时为 0，用之前的 F 统计量检验显著

性即可。特别地，当 n过于大，即数据过多时，可以认为 mF (m,n) ≈ χ2(m)，

这有时可以大大减少计算量。

事实上，对异方差性的的检验不止这一种方法，另一种方法是将数据

从小到大排序，去掉中间的一部分数据后两边分别回归，得到 χ2 分布后通

过做比得到 F 统计量检验，进而校验异方差性

1.9.4 外生性假设的违背

即考察 E(ϵ|x) ̸= 0 时的情况。事实上，对模型

y = Xβ + ϵ
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若 E(ϵ|x) = 0，则自然 E(ϵ) = 0，从而

cov(ϵ,X) = cov(E(ϵ | X), X) = 0 ⇒ E(XY ) = 0

拆分开得到

E(xiy) = E(β1x
2
1 + β2x1x2 + · · ·+ βkx1xk + βϵ)

从而通过矩估计得到∑n
i=1 xi1yi
n

= β1

∑n
i=1 x

2
i1

n
+ · · ·+ βk

∑n
i=1 xi1xik

n

将 n 个方程并在一起其实就得到了普通最小二乘的估计量，而若将前面乘

的由 x1, · · · , xn 改为 Z，我们会得到矩估计量 bIV = (ZTX)−1ZTY，我们

现在在一个例子里面看这种方法在不满足外生性时的处理方法

例 1. 考虑模型
y ∼ x1, x2, y = β1x1 + β2x2 + ϵ

我们假设 x1 满足外生性而 x2 不满足，于是我们有

E(x1ϵ) = 0 ⇔ cov(x1, ϵ) = 0,E(x2ϵ) ̸= 0 ⇔ cov(x2, ϵ) ̸= 0

我们引入 x2 的工具变量 z2 满足

(1) E(z2ϵ) = 0（与扰动项无关）

(2) cov(z2, ϵ) ̸= 0（与原变量有关）

(3) (x1, z2) 列满秩（与其余变量无关）

此时用 z2 替换 x2，记 Z = (X1, Z2) 为对应数据组成矩阵，对其用矩估计

得到估计

bIV = (ZTX)−1ZTY = β + (ZTX)−1ZT ϵ

于是自然有

E(bIV | X) = β

从而 bIV 为 β 的无偏估计
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1.10 模型的实际处理

1.10.1 嵌套模型与非嵌套模型

对两个不同的模型，我们应该选择哪个接受呢？如果两者解释变量存

在包含关系，根据前面的讨论，我们只需要对多出来的变量做假设检验即

可，但如果模型是非嵌套的呢？

例 2. 我们来看两个模型

y = x1β + z1γ1 + ϵ, y = x1β1 + z2γ2 + ϵ

要判断是否要接受第二个模型，我们先做 y ∼ x1, z2 的最小二乘回归，得到

拟合项 ŷ，再将拟合项代入新模型

y = (1− α)(x1β + z1γ1) + αŷ + ϵ

做假设检验 α = 0 即可。

1.10.2 断点与 chow 预测检验

有时模型可能并不如我们所想拟合出来是一条直线，因此我们会想要

判断两组数据回归是否一致，还是不一致从而会产生断点。一个基础的思

路是通过约束数据进行 F 统计量假设检验。

但有时分组会导致一方数据量过小，从而无法回归，为此我们把长数

据看作不带约束的问题，原模型看作带约束的问题，从而利用 F 统计量做

检验，即假设 n 个数据，k 个参数，短数据包含 l 个，于是

eT∗ e∗ − eT e/l

eT e/(n− l − k)
∼ F (l, n− l − k)

这种方法叫做 chow 检验

1.11 极大似然估计

我们前面介绍了两种估计方法：简单最小二乘和矩估计，我们在这里

介绍一种新的方法，极大似然估计。极大似然估计需要所有模型中的性质，
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包括 ϵ 的正态分布假设。对独立同分布的数据 (xi, yi)，我们考察他们的联

合分布的密度函数

f(y1, · · · , yn | x1, · · · , xn) = f(y1 | x1)f(y2 | x2) · · · f(yn | xn)

而由模型假设 ϵ ∼ N(0, σ2I)，于是 yi | xi ∼ (xiβ, σ
2)，从而

f(yi | xi) =
1√
2πσ2

e−
(yi−xiβ)

2

2σ2

于是代入之前的计算中得到

f(y1 | x1)f(y2 | x2) · · · f(yn | xn) =
n∏

i=1

1√
2πσ2

e−
(yi−xiβ)

2

2σ2

取 ln 后关于 β, σ2 分别求偏导，得到

bML = (XTX)−1XTY = bols, σ̂2 =

∑n
i=1(yi − xibML)

2

n
=

eT e

n

需要注意这里给出的 σ̂2 并非无偏估计。

极大似然的最大好处是易推广，我们接下来介绍离散因变量模型（分

类）来展示极大似然估计的应用。我们以二分类模型为例

(xi, yi)yi ∈ {0, 1}

我们的基本思路是将离散的因变量转化为实际的“近似度”，以“近似度”

的大小来判断其归属，为此我们引入函数 σ(z) = 1
1+e−z，从而记

P (yi = 1|xi) = σ(βTxi) ⇒ f(yi | xi) = (σ(βTxi))
yi(1− σ(βTxi))

1−yi

故通过最大似然估计

L(β) = f(y1, · · · , yn | x1, · · · , xn) = f(y1 | x1)f(y2 | x2) · · · f(yn | xn) =
n∏

i=1

(σ(βTxi))
yi(1−σ(βTxi))

1−yi

在这个式子中取 ∂L(β)
∂β

= 0，通过迭代方法求解。

注 1.11.1. 这个模型叫做 Logistic 回归，如果将我们选择的概率函数替换，
令

P (yi = 1 | xi) =

∫ βT xi

−∞
ϕ(x)dx

其中 ϕ(x) 为 N(0, 1) 概率密度函数，则得到的新模型称为 probit

那这个模型能通过回归的方式求解吗？注意 var(ϵi | xi) = σ(βTxi)(1 −
σ ∗ βTxi) 有异方差性。
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