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•《基础拓扑学讲义》尤承业–同伦、覆叠空间

•《微分几何》彭家贵、陈卿–曲线、曲面（Gauss-Bonet 公式）

1 同伦

1.1 同伦的概念

在上学期的最后，我们给出了闭曲线分类定理的简单证明，但我们忽

略了其中一个问题，即如何论证 S2 ≇ T 2，将这个问题推而广之，实际上是

在询问拓扑中一个基本的问题，即如何判定两个空间是否同胚？能不能找

到一种拓扑不变量来刻画一些空间？于是，在这一章中，我们引入了拓扑中

的基本工具之一–同伦

定义 1.1.1. 有两个拓扑空间 X,Y，及两个连续映射 f, g : X → Y 称 f, g

同伦如果

∃H : X × I → Y, I = [0, 1], H(x, 0) = f(x), H(x, 1) = g(x)

其中 H 为连续映射，记作 H : f ' g 或 f
H' g

注 1.1.1. 这其实是在说 f 可以连续地变化为 g
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在这个连续变化的过程中，固定时间 t，ht(x) 为一个连续映射，称为

H 的 t− 切片。我们接下来来看一些简单的例子，以加深对同伦的理解。

例 1. 考虑任意拓扑空间 X 到欧氏空间 En 的两个连续映射 f, g，我们来说

明这两个连续映射必同伦。

直接构造即可，令 H(x, t) = (1 − t)f(x) + tg(x)，则显然为连续映射，

且 H(x, 0) = f(x), H(x, 1) = g(x)，这事实上说明了任意拓扑空间到欧氏空

间的两个连续映射必同伦。

例 2. 再看到从任意拓扑空间到单位圆周上的连续映射 f, g

一个简单的思路是在之前构造的基础上做 normalization 以统一其模
长，从而得到结果，但需要注意的是如果之前连续变化的直线经过原点，就

会导致该函数无意义。这也就是说若有 f(x) 6= g(x)∀x ∈ X ，则取

H(x, t) =
(1− t)f(x) + tg(x)

‖ (1− t)f(x) + tg(x) ‖

即得两者同伦，而存在 x使得 f(x) = g(x)时情况要复杂的多，在之后再讨

论。

同伦的一个良好性质在于其与函数复合的互动：

引理 1.1.1. 若 f1 ' f2，g 为连续函数，则

f1 ◦ g ' f2 ◦ g, g ◦ f1 ' g ◦ f2

证明. 设 H : f1 ' f2，则令

H1(x, t) = H(g(x), t), H2 = g ◦H

接下来说明

H1 : f1 ◦ g ' f2 ◦ g,H2 : g ◦ f1 ' g ◦ f2

对 H1，连续是显然的，而 H1(x, 0) = f1 ◦ g(x), H1(x, 1) = f2 ◦ g(x)，成立
对 H2，连续同样显然，且 H2(x, 0) = g ◦ H(x, 0) = g ◦ f1, H2(x, 1) =

g ◦H(x, 1) = g ◦ f2，成立，引理得证。

同伦的另一个良好性质就在于它本身是一个等价关系，从而将两拓扑

空间 X,Y 间的连续映射全体 C(X,Y ) 划分为若干同伦等价类。

2



命题 1.1.1. 同伦是一个等价关系

证明. 直接验证即可

• 自反性：令 H(x, t) = f(x)∀x ∈ X，显然 f ' f 这被称为常同伦

• 对称性：令 H : f ' g，则考虑 H ′(x, t) = H(x, 1− t)，显然满足条件，

H ′ 称为 H 的逆

• 传递性：若 f
H1' g

H2' k，则令

H(x, t) =


H1(x, 2t) 0 ≤ t ≤ 1

2

H2(x, 2t− 1)
1

2
≤ t ≤ 1

我们刚刚证明了同伦本身是等价关系，这一等价关系诱导出的等价类

自然是我们研究的对象，记

[X,Y ] = C(X,Y )/ '

称一个映射零伦，如果其同伦于常值映射。取 Y 为欧氏空间的凸子集或同

胚于凸集的集合，任意拓扑空间到 Y 的连续映射都是零伦的。（前者直接

使用之前给出的 H 即可，后者利用同胚带来的连续一一映射即可）。

接下来引入相对同伦的概念，简单来说，相对同伦就是在同伦的基础

上附加一些条件，从而让同伦的结构更加清晰。

定义 1.1.2. 在 f ' g 的基础上，如果有

A ⊂ X, f(a) = g(a)∀a ∈ A,H(a, t) = f(a)∀a ∈ A, t ∈ I

则称其为关于 A 相对同伦，记作 f ' grelA，不难验证相对于 A 的同伦也

是等价关系。

我们更近一步，研究一种更特殊的相对同伦。

定义 1.1.3. A = {0, 1} 时的相对同伦即 f ' grel{0, 1}，称为定端同伦，记
作 f

·
' g
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自然地，定端同伦是等价关系，从而会形成 x 到 y 道路的等价类。如

果进一步地有 f(0) = f(1) = x，即该道路本身是一个“圈”，这就引入了基

本群的概念：

π1(X, x) = {f : I → Xf(0) = f(1) = x}/ ' rel0, 1

这个群（当然我们还没有验证它是一个群）大部分时候不交换

1.2 同伦等价和形变收缩

在之前空间间映射的同伦的基础上，我们给出两空间的同伦等价：

定义 1.2.1. 称两空间 X,Y 同伦等价（记作 X ' Y），如果存在两个连续

映射 f, g 使得

g ◦ f ' idX , f ◦ g ' idY

我们有时把 g 称为 f 的同伦逆

自然我们有

命题 1.2.1. 同伦等价是一个等价关系

下面给出同伦等价最核心的性质，即我们如何能够用同伦等价简化问

题

命题 1.2.2. 若 X ′ ' X,Y ′ ' Y，则 [X,Y ] ∼= [X ′, Y ′]

证明. 如图所示同伦等价诱导了 C(X,Y ) ↔ C(X ′, Y ′) 的双向映射

X Y

X ′ Y ′

f

h

h′

g′

X Y

X ′ Y ′

h

f ′g

h′

也即

H1 : C(X,Y ) → C(X ′, Y ′), h 7→ f ′ ◦ h ◦ g

H2 : C(X ′, Y ′) → C(X,Y ), h′ 7→ g′ ◦ h′ ◦ f
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考虑它们在 [X,Y ] ↔ [X ′, Y ′] 上诱导的映射，记作 H1, H2，先来说明两映

射良定，即任两个同伦的映射 h1, h2(h
′
1, h

′
2) 被 H1(H2) 映为同伦映射

只需使用引理 1.1.1 即可，进而对双射和互为逆的证明同样用该引理即
可简单得到。

根据之前的讨论，我们显然有 En ' {0}，空间间的同伦等价在一些时
候可以大大简化问题

定义 1.2.2. 对 X 与其拓扑子空间 A，若有

A
i

⇆
r
X, r ◦ i = idA, i ◦ r ' idX

则称 A 为 X 的形变收缩核

例 3. S1 为 E2 \ {0} 的形变收缩核
令 i = x

∥x∥，r 为嵌入映射即可。

定义 1.2.3. 在定义 1.2.2 的基础上，如果有 H(a, t) = a∀a ∈ A 则称其为强

形变收缩核

不难发现，强形变收缩核是一个与相对同伦对应的概念。下面我们给

出一个例子来说明形变收缩核不一定强形变收缩

例 4. 考虑一个“梳子”：X = {(x, y) ∈ R2 | x是有理数或y = 0} 为 E2 的子

空间，其收缩到 x = 0 形变收缩核而不是强形变收缩核

首先说明其是形变收缩核。

基本的思路是分段，0− 1
3
时全部向下到 x 轴，1

3
− 2

3
时全部向左到原

点，最后 2
3
− 1 回到原先的位置，也即

H((x, y), t) =


(x, (1− 3t)y) 0 ≤ t ≤ 1

3

((2− 3t)x, 0) 1
3
≤ t ≤ 2

3

(0, (3t− 2)y) 2
3
≤ t ≤ 1

其次说明其不是强形变收缩核
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反证：如果是强形变收缩核，则存在同伦 H 满足

H(x, 0) = x,H(x, 1) ∈ Y

H(x, t) = x∀x ∈ Y, t ∈ [0, 1]

考虑 Y 上一点 (0, y0)及其与 x轴不交的开邻域 V，根据H在 ((0, y0), t)处的

连续性，V 的原像为开集，从而有包含 ((0, y0), t)的开邻域 (Ut, (t−δt, t+δt))

在其原像中，即

f(Ut × (t− δt, t+ δt)) ⊂ V

而注意 [0, 1] 为紧集，且 {(t− δt, t+ δt)} 为开覆盖，从而有有限子覆盖

[0, 1] ⊂
n∪

i=1

(ti − δti , ti + δti)

于是我们有

f(
n∩

i=1

Uti × [0, 1]) ⊂ V

注意 (0, y0) ∈ Uti 且
∩n

i=1 Uti 为有限开邻域的交从而是开的，故有 (x1, y1) ∈∩n
i=1 Uti , x1 6= 0，根据之前的结论，H((x1, y1), t) 始终在 V 中，但其连续运

动到 Y 上必须经过点 (0, y1)，矛盾！

命题 1.2.3. f : X → Y 为商映射，A ⊂ X,B = f(A) 若 H 为 X 到 A 的

（强）形变收缩，且当 x
f∼ x′, H(x, t)

f∼ H(x′, t)∀t ∈ I，则存在 Y 到 B 的

（强）形变收缩

证明. 对应交换图如图所示

X Y

A B

H

f

H′

f

因此自然考虑上述交换图诱导的映射 H ′(f(x), t) = f(H(x, t))，先说明其良

定性，再来验证其是（强）形变收缩

首先说明良定，若对 x, x′ ∈ X 有 f(x) = f(x′)，则根据条件 H(x, t)
f∼

H(x′, t)，从而 f(H(x, t)) = f(H(x′, t))，良定性成立

（强）形变收缩方面起点终点与 H 一一对应，连续性受商映射本身性

质保证，于是得到结论。

定义 1.2.4. 称拓扑空间 X 为可缩空间，如果 X ' {0}
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2 基本群的构造和性质

2.1 道路类

定义 2.1.1. 称 a 为从 x0 到 x1 的一条道路如果 I
a→ X 为连续映射，且起

点终点为 x0, x1

我们考虑道路间的运算，乘法是道路的拼接

a(t) = a(1− t)

ab(t) =

a(2t) t ≤ 1
2

b(2t− 1) t ≥ 1
2

这种运算是自然的，但有一个致命的问题：这种乘法不是结合的。于是我们

尝试通过同伦的工具引入道路类的概念来解决这一问题

命题 2.1.1. (1) a
·
' b ⇒ a

·
' b

(2) a
·
' b, c

·
' d ⇒ ac

·
' bd

证明. (1) 是简单的，我们通过画图来给 (2) 一个不严谨的说明，这种说明
相当直观，从而可以很好地给我们带来直觉上的理解。具体的构造在这之

后是简单的（其实就是拼接而已）

b

a

x0 x1H

如图，a, b 代表两条道路，竖直线代表其同伦函数随时间变化的结果，这一
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图像带给我们对同伦直观感觉，我们接着来做这里的内容：

b

a

d

c

x0 x2H1 H2

如图，很直观地体现出了两条道路拼接之后如何同伦的。

上面给出的几条性质已经足够我们来构造道路类和其上的运算了。所

谓道路类就是和一条道路定端同伦的所有道路构成集合，也即考虑道路集

合商掉定端同伦后得到的商集。自然地，命题 2.1.1 保证了道路类乘积和逆
的良定性。我们现在可以保证这一运算的结合性了

命题 2.1.2. 对道路类 α, β, γ，有 (αβ)γ = α(βγ)

证明. 还是通过命题 1.3.1 中同样的图来给出直观：取 a,b,c 为 α, β, γ 代表

元

a

a b

b c

c

x0 x3

很明显地我们可以显式地构造这个同伦。但我们接下来引入一种在之后的

讨论中更加普遍的做法（即将拼接这件事推广、严格化）来严格地说明这件

事

我们将原命题转化到 I → I 映射间的同伦，具体来说，我们取 f, g 使

得 (ab)c ◦ f = a(bc) ◦ g = abc，其中 abc 为三条道路拼接（即 1
3
走完一段，

这实际上就是调整道路行进的“速度”）则我们要证明 (ab)c
·
' a(bc) 只需证

明 f ' g，而这一点由 I 为 E 中凸集成立。
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2.2 基本群的构造

接下来来构造基本群 π1(X, x0) 首先构造其幺元，自然地有 ex0 : I →
X, ex0(t) = x0，接下来说明逆元：

命题 2.2.1. αα−1 =< ex0 >，其中 α−1 :=< a >,< a >= α

证明. 再熟悉一下之前给出的方法，记 e0 : I → I, x 7→ x0，则 ex0 = a ◦ e0，
而

a = a ◦ idI , a = a ◦ idI

命题转化为证明 idIidI ·
' e0，这是显然的。

定义 2.2.1. 基本群 π1(X, x0) := {X 中起点终点均为 x0 的道路类}

我们在之前的铺垫中已经完全建立了基本群的群结构，接下来我们来

考察基本群与基本群间的群同态是什么

π1(X, x0)
fπ→ π1(Y, f(x0))

可以发现这个从基本群到基本群的群同态应该可以由道路类间的映射所推

广得到，我们来考察这样的映射要满足什么

f : X → Y 给出了两空间间的映射，希望能够有其诱导出的道路类间

的映射 fπ，这需要保证

a1 ·
' a2 ⇒ f ◦ a1 ·

' f ◦ a2

这其实只需要 f 连续即可。此时我们取 fπ(< a >) =< f ◦ a > 即可得到道

路类间的映射。且这样得到的群同态满足

gπ ◦ fπ = (g ◦ f)π

例 5. D2 → D2 间没有不动点的连续映射

反证：如果有连续映射 f : D2 → D2 没有不动点，则考虑 r : D2 → S2

将 D2 上点 x 映为 f(x), x 构成射线与 S2 交点，这自然是一个连续映射。

则考虑如下交换图

S2 D2

S2

id

i

r
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则由之前的讨论得到 idπ = rπ ◦ iπ
而 S2 基本群同构于 Z，D2 同构于 {0}（这里 S1 的基本群将在之后严

格证明），不存在这样的群同态

接下来的定理是重要的，它进一步深化了 fπ 的性质

定理 2.2.1. f : X → Y 为同胚，则 fπ 为群同构

证明. 事实上就是同胚及其逆映射分别构造了一个群同态，从而是群同构。

注 2.2.1. 上述定理中同胚变为同伦等价也是对的

我们接下来的工作是解决上学期闭曲面分类的遗留问题：S2, T 2, nT 2,mP 2

这些闭曲面为什么不同胚？

注 2.2.2. 这里有必要解释一下为什么基本群可以代表整个空间，或者说，一
些什么样的空间的基本群可以不受基点选取的影响。也即我们考虑基点的

变换 π1(X, x0), π1(X, x1)，注意当 x0, x1 道路连通时：假设从 x0 到 x1 道路

为 ω，则考虑道路类间映射

α 7→< ω >−1 α < ω >

这个映射的形式我们非常熟悉，可以看作某种意义上的坐标变换，记作

π1(X, x0)
ω⋆→ π1(X, x1)

注意到 ω⋆ 保乘法，从而为群同态，且对 ω 的逆 ω 同样可以构造群同态

ω⋆，结合之前结论得到群同态事实上是群同构，也即若 X 道路连通，则

π1(X, x0) 与基点选取无关，记作 π1(X)

因此我们在计算过程中也可以自由选择基点计算其基本群。

2.3 简单基本群的计算

可缩空间的结构是简单的，若 X 可缩则 π1(X, x0) ∼= {e}
接下来我们来考虑另一基本空间 S1 上的基本群，我们将 S1 放在复平

面上考虑，取 z0 = 1 为基点，来严格地证明
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定理 2.3.1. π1(S
1, z0) ∼= Z

证明. 核心思路是做道路类与其走过的圈数间的对应，一个自然的思路是将
E1“卷”到 S1 上，从而将 S1 上道路 a 打到 E1 上道路 ã 后进行讨论

X E1

S1

a

ã

p

其中 p : t 7→ e2πit

命题 2.3.1. ã 的存在且唯一

证明. 先来证明存在性，从一个引理开始

引理 2.3.1. 若 f : X → S1 不满，则存在 f̃ 使得 p ◦ f̃ = f

证明. 不妨 x = e2πit 不在 f 原像中，则考虑

p−1 : S1 → (t, t+ 1), e2πim 7→ m

令 f̃ = p−1 ◦ f，满足要求。

在这个引理的帮助下我们来证明存在性，基本的想法是通过切割满足

引理中的条件，使用引理后将得到的结果拼接在一起即可将其切割为 n 段，

第 i 段为 Ii = [ i−1
n
, i
n
] 使得 a |Ii 不为满射。这是因为可以将 S1 用不超过

半圆的开集覆盖，其原像为 I 中开覆盖，而紧致度量空间中有 lebesgue 数
（即存在 δ 使得 ∀x,Bδ(x) 总在某个开集中），从而只要 n 足够大即可保证

均不为满射。于是由引理得到存在 ai 使得

p ◦ ai = a |Ii

考虑相邻两段 ai, ai+1，我们有

ai+1(
i

n
)− ai(

i

n
) = t ∈ Z

令 a′i+1 = ai+1− t即可拼接。依次这样做，再将初始值变为 0即得到 ã满足

ã(0) = 0, ã(1) ∈ Z
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唯一性方面，若 ã, b̃ 均满足，考虑 ã− b̃，首先由道路的连续性到得其

仍为连续函数，其次有 p ◦ (ã− b̃) = 1，即 ã− b̃ 只能取整数，于是其相差

特定的整数，结合 ã(0) = 0 即得唯一性。

综上这样的 ã 存在且唯一。

上述 a 7→ ã 给出了道路到整数的构造 a 7→ q(a)，其中 q(a) 为 ã 的终

点。接下来我们需要论证

a
·
' b ⇔ q(a) = q(b)

先证明 a
·
' b ⇒ q(a) = q(b)

引理 2.3.2. a(t) 6= −b(t) ⇒ q(a) = q(b)

证明. 考虑 ã 和 b̃ 即可

a(t) 6= b(t) ⇒ |ã(t)− b̃(t)| ≤ 1

2

故 ã(1) = b̃(1)，即 q(a) = q(b)

回到原题，同伦 H : I × I → S1，我们的基本思路是取许多时间点上的

切片，保证相邻的切片足够接近使其在 q 下相等，也即记 ht 为 H 的 t-切
片，则希望取 δ 使得 |t1 − t2| < δ 时有

∀s ∈ I, ht1(s) 6= −ht2(s)

这件事由 H 的一致连续性保证，于是得到 a
·
' b ⇒ q(a) = q(b)

另一方面，若 q(a) = q(b)，同样考虑 ã− b̃，由圈数相等，其起点终点

均为 0，利用 E1 可缩即得 ã− b̃
·
' 0 于是 a

·
' b

最后只需证明我们的映射是满射即可，直接通过构造 an : t 7→ e2πint 即

可。综上

q : π1(S
1, 1)

∼=→ Z

得到 S1 的基本群同构于 Z
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